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RESUMO

Neste trabalho ¢ apresentado de modo detalhado um modelo simples onde ¢ introduzido o grau de liberdade de rotagdo no
espalhamento entre dois veiculos, sendo o modelo padrio apresentado em detalhes na referéncia [3]. Sdo adotadas aqui as mesmas
aproximacgoes nao rigorosas quanto a dissipagdo de energia e de momento no vértice de interagdo entre os veiculos, sendo este
efeito desconsiderado. O objetivo principal ¢ o estabelecimento de um modelo tedrico com a incorporagdo de graus de liberdade
de rotacdo, sem haver a pretensdo da aplicacao imediata dele em decorréncia das limitagdes quanto a informag@o de parametros
como o momento de inércia, por exemplo. E mostrado que a simples introducéo da rotagio acrescenta termos de contribuicio nas
velocidades iniciais dos veiculos, porém uma discussdo detalhada sobre este ganho ¢ deixada para trabalho futuro. Tal modelo
aqui apresentado encontra-se em monografia de formagdo de curso da ACADEPOL / Sdo Paulo do ano de 2006 de autoria do
presente.
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ABSTRACT

This paper presents in detail a simple model where rotational degree of freedom is introduced in the scattering of two vehicles,
being the classical model presented in detail in reference [3]. It is adopted here the same non rigorous approximations in relation
to energy dissipation and momentum in the vertex of interaction among two vehicles, being disregarded this effect. The main
objective is to establish a theoretical model with rotational degrees of freedom incorporation, without having the intention of its
immediately application due to limitations regardless to parameters information, such as inertia momentum, for example. It is
shown that the simple introduction of rotation add terms of contribution on vehicles initial speeds, but a detailed discussion of
this gain is left for a future work. The model presented here is part of author’s monograph in ACADEPOL Professional Course,

Sao Paulo in 2006.
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1. INTRODUCAO

Seria oportuno questionarmos se os modelos de
pontos materiais usualmente empregados em calculos
de acidentes de transito corresponderiam ao caso geral
da realidade. A resposta ¢ negativa, pois tudo ¢ feito
idealizando os veiculos como pontos materiais, sendo
eles descritos apenas pelas suas coordenadas no plano
cartesiano (X, y), € suas interagdes se resumindo a trocas
de energia ¢ momento linear entre si ¢ o pavimento,
0 que acaba por esquecer que ambos os veiculos sdo
corpos materiais extensos e que, por isso, podem
apresentar, além do movimento de translagdo no plano,
0s movimentos intrinsecos de rotagdes.

Tecnicamente, diz-se que a dindmica completa
do evento em duas dimensdes requer dois graus de
liberdade para descreverem a dinamica do centro de
massa de um dos veiculos — coordenadas x ¢ y — ¢ um
grau de liberdade para descrever as rotagcdes em torno
do centro de massa e do eixo perpendicular ao plano,
passando por este ponto.

Cada grau de liberdade novo que ¢ acrescido
a um modelo representa uma liberdade a mais para
0 sistema trocar energia ¢ momento com os demais
graus de liberdade. Na situa¢do colocada — de haver
a possibilidade dos veiculos girarem — por exemplo,
existira tanto o efeito de troca de parte da energia
cinética translacional para energia cinética rotacional
como também da transferéncia de parte do momento
linear para o momento angular.

A desconsiderag@o deste simples fato acarreta uma
estimativa de velocidade inicial de colisdo subestimada,
privilegiando desnecessariamente os condutores, uma
vez que o efeito pode ser acrescido — isso sera mostrado
paulatinamente.

2. CONSTRUINDO O MODELO

Assumindo que os dois veiculos envolvidos no
fendmeno sejam, em boa aproximacdo, corpos rigidos,
ou secja, ndo sofrem deformacdes aparentes de grande
monta com a colisdo; a aproximag¢do dos corpos leva ao
contato fisico entre eles, onde ocorre uma transferéncia
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Figura 1. Zona de interagdo entre dois veiculos; o primeiro contato entre os corpos provoca uma transferéncia de energia e momento, sendo uma
fracdo desse momento absorvida pelos corpos na forma de momento angular. Caso nao houvesse esta absorcéo, a conservacdo do momento linear

seria vélida, dada pela expressdo: p+ p=g+q".

de energia ¢ momento linear. Contudo, como sdo corpos
extensos, 0S momentos lineares comunicados num
especifico brago de alavanca, em relagdo ao centro de
massa, ¢ parcialmente “absorvido” em momento angular
através da relagao:

L=FAS,

em que r representa o brago de alavanca e s a porcao
de momento linear absorvida durante a interacdo. Esta
sistematica esta ilustrada na Fig.(1).

Por conseqiiéncia da transferéncia de parte
do momento linear para o momento angular, a lei da
conservacdo do momento linear ndo é mais verdadeira,
ou seja, a soma dos momentos lineares do canal de saida
ndo ¢ igual a soma dos momentos lineares do canal de
entrada, como mostra a equagao:

PP G-+ G

Um reflexo dessa diminui¢do de momento linear
no sistema ¢ a diminuicao da abertura do angulo do canal
de saida, como esta esquematizado na Fig.(1). Outro
reflexo marcante ¢ que, como os veiculos adquirem
momento angular e, portanto, rotaco, eles estdo com seu
eixo antero-posterior desalinhado em relacdo a trajetoria
retilinea descrita pelo seu centro de massa, conforme
ilustrado também pela Fig.(1).

Este ultimo efeito torna-se bastante delicado do
ponto de vista da pericia de acidente de transito, pois
o perito, desconhecendo, no local, a zona de interacao,
se extrapolar a dire¢ao dos eixos antero-posteriores dos
veiculos buscando o sitio da colisdo para aplicar aquele
modelo classico [3], incorrera numa falsa determinacao
dele e, com isso, em varios erros, acarretando um trabalho
final digno de questionamentos e analises de erros.

Uma alternativa deve ser buscada para resolver o
problema de transferéncia de momento linear, nascido na
zona de interagdo, para a constru¢do de um novo modelo

de embates.

Do modelo classico [3], o calculo do momento
linear de saida dos veiculos da zona de interagdo ¢
conhecido e pode ser a alternativa procurada. Pois
caso seja possivel a realizagdo de um calculo da fragdo
absorvida do momento linear, pode-se reconstruir a soma
vetorial e, assim, obter o momento linear total resultante
na interacdo, recuperando a conservagao do momento
linear novamente.

De fato, algo do tipo pode ser feito; basta notar
a intima relagdo existente entre toda a energia dissipada
na rotagdo do corpo através do atrito dos pneus com o
pavimento e a energia de rotagdo presente no corpo.

A energia de rotagdo de um corpo ¢ conhecida e
dada por:

com I representando o momento de inércia. O momento
angular escrito em fungdo de § ¢é expresso como:

L=rAs,

Sendo S tdo somente a porgdo absorvida para
provocar rotacdo. o moédulo do momento angular é, entdo,
escrito como [, = 5. Desse modo, assumindo que toda
a energia de rotacdo adquirida pelo veiculo no instante
do embate tenha sido comunicada instantaneamente a
ele, a expressao da energia sera:

2.2
r-s

21
E dissipara completamente através do trabalho
feito pela forca de atrito do pavimento com os pneus.
O calculo desta dissipacdo deve ser feito com

certo cuidado e atengdo, pois 0 movimento giratorio €
feito em torno do centro de massa e, no geral, este ndo se
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encontra eqiiidistante dos eixos das rodas. Isso esta bem
ilustrado na Fig.(2).

Da estatica do veiculo, a soma das componentes
nos eixos ¢ igual ao peso total e a resultante dos torques
¢ nula, ou seja,

B+ F, =mg;
Fa=F,b.

Tal sistema fornece como resultado para cada
eixo as seguintes relacdes:

b
F,=——m F, = .
Yoash Eets me

atb

Com elas resta, finalmente, efetuar o calculo
da energia dissipada pela for¢a de atrito em cada eixo

quando o veiculo ¢ girado de um angulo & , assim
: 2ab
= Jﬂr(a/\Fl1 +b/\Flz)-d :—bﬂrmgg”
a+

Tl

onde # F corresponde a forga de atrito sobre o
eixoie luT € o coeficiente de atrito transversal entre o
pavimento e o pneu, o qual ndo corresponde, a priori, a0
coeficiente de atrito longitudinal comumente empregado
nos calculos usuais em acidentes de transito, uma vez
que este valor é dependente das caracteristicas do pneu
usado sobre um especifico pavimento — estando nisto os
parametros geométricos do tamanho do pneu, superficie
de contato e os desenhos dos sulcos nesta, elementos que
diferem com a alteragdo do eixo de deslocamento —, por
esse motivo a diferenga sera mantida no desenvolvimento
do modelo, ja que a igualdade ndo pode ser assegurada
de antemao.

Igualando a energia total de rotacdo dissipada
com esta ultima expressdo, obtém-se o valor procurado
do momento linear absorvido na zona de interagdo,
sendo ele:

i

+b

Uma vez encontrado o médulo do vetor § ,
devem ser analisados também qual sua direcdo e sentido
para que seja posteriormente decomposto de forma
correta no sistema de coordenadas.

Isto ¢ bastante simples, pois a dire¢do do vetor
ndo pode ser outra sendo aquela perpendicular a direcdo
de incidéncia do veiculo na zona de interacdo, uma vez
que ele é o responsavel pela mudanca desta direcdo.
Ja o sentido corresponde aquele compativel com o
movimento giratério executado pelo corpo. Como o
esquema apresentado pela Fig.(3) deixa claro.

Recuperada a conservagdo do momento linear
no exato instante da interagdo entre os dois veiculos,
pelo conhecimento de §, pode-se proceder a mesma
sistematica realizada na referéncia [3], realizando
a conexdo entre as velocidades de entrada com as
velocidades de saida da zona de interacdo, ou seja,
desenvolver a expressdo:

BrE=G 5)15+G 545

5= Z[I,ungg}
a

3. INSERINDO ROTACOES NA COLISAO

Antes do desenvolvimento do modelo fisico
de embate com efeitos de rotagdo, seria oportuna a
dedicagdo ao entendimento do fenomeno.

Conforme apresentado na Fig.(4), o fendmeno
estd dividido em trés regides bem distintas, sendo a
primeira aquela onde os veiculos com as rodas travadas
convergem ao sitio de colisdo, imprimindo marcas
retilineas de frenagem de comprimento 1 no pavimento,
que possibilitam estimar a velocidade inicial antes do
travamento das rodas através da relacdo:

V, =V} +2ugl .

Figura 2. O centro de massa dos veiculos nao se encontra eqiiidistante dos eixos das rodas, acarretando uma distribui¢do de peso diferente para

cada eixo.
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Figura 4. Ilustragdo do embate entre dois veiculos considerando-se os efeitos de rotagdo. A maior diferenciacdo em relagdo ao modelo classico
sem rotagdo sdo as marcas curvas de frenagem encontradas na terceira regido. Nos extremos superior e inferior ¢ mostrada a variagao angular

AN -
-

-
- PRI
- Marcas de frenagem dasbandas traseiras;

@ — Marcasde frenagem dasbandas dianteiras;
i === Tajetéria do centro de massa do veiculo;

sofrida pelo eixo antero-posterior entre o fim e o inicio do fendmeno.
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Em seguida, na segunda regido, os dois veiculos
adentram no sitio onde ambos trocam entre si energia e
momentos de acordo com tudo aquilo discutido na se¢ao
2. Por fim, ambos seguem para a terceira e ultima regido,
com uma composicao de dois tipos de movimento: um
sendo a translagdo retilinea do centro de massa, e, o
outro, a rotagdo em torno do centro de massa.

Tal composicdo de movimentos promovera
impressoes ndo retilineas de marcas de frenagem no
pavimento, havendo inclusive um entrelacamento entre
elas ou mesmo marcas de derrapagem, cabendo ao perito
prestar muita atencdo a este fato. Isto porque ndo sera
mais o comprimento destas marcas pneumaticas usado
nos célculos, mas sim o comprimento retilineo entre o

centro de massa do veiculo e o sitio de colisdo; sendo
este Ultimo comprimento bem menor do que aquele
outro, uma vez ser somente considerada a frenagem da
translacdo do centro de massa do corpo.

Uma observagdo muito importante a se fazer
entre este novo modelo e o cléssico, onde se olha para
os veiculos como pontos materiais, € que mesmo nas
situagdes onde ndo haja marcas de frenagem curvilineas
na regidao III, ou canal de saida, ainda assim tera
ocorrido uma rota¢do do corpo uma vez que a dire¢ao
de incidéncia do eixo antero-posterior ¢ diferente da
dire¢do encontrada no canal de saida; havendo ai uma
clara rotagdo do corpo. Enfim, em qualquer embate real
havera necessariamente um efeito de rotagao.

A discussao do novo modelo se inicia pela zona de interagdo com a aplicagdo da equagao de conservacao do

momento linear, ou s¢ja,

BrE=G $)+5+G )5

>

que escrita no sistema de coordenadas imposto na Fig.(4), leva ao par de equagdes:

B

e
lelf cosa + m, sz cos B =mu, cosa’+—

[ ab,

. ] ., 2
flelfsmaerszf sin f=mu, sma’+—

mneck o T COR - —

e —m,t, Sin f——

2

2

tiy By

nhla, +0,

a,b

H

T

8]

A

71]1#1]"m1g§1
a1+

1

s
Lhu, nggzl sin f3;

a,b
: ]1/‘11Tm1gé’1
61’1+

1

Lu;m,gs, | cospB;

que, devidamente solucionadas, encaminha ao seguinte resultado:

Sin @ + ++

%

Cos ++--

. %
K 1) -
Vlf: ijyfmjgé’, cosec(a+ ) +-+-
mp,|a,+b, © 7 777
2 [ % : : .
2 B ) 5
T leﬂljnm1g§1 cot g(a+ f)+u, Sm(ﬁ a)JruzﬂS].n(ﬁ ﬁ):
myr | a, + b sin(er + ) m, sin(a + f3)
: 1%
2 b .
i = | 2 fulmgg, | cosec(a+ B)+-
myn | a +b, h
b _% : : : z
N Lulm,gt, cotg(a+ﬁ)+uj75@(a7ﬁ)+u1&751.n(a+a).
m e |k, okl T | “sin(a + f) m, sin(a + )
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Assim, as duas equagdes podem ser 0escri'[ats em apenas uma, desde que os angulos de incidéncia e escape

sejam reescritos segundo a nomenclatura 0; e

%

2
V= ——| L uimed,
myr; | a; +b;
1
g ab, %
o | 2 T g,
mp,| a +b,
paraij=1,2.

O valor da velocidade U; pode ser determinado
conhecendo o deslocamento retllmeo 5, efetuado pelo
centro de massa do veiculo i do centro do sitio da colisao
até o ponto de imobilizac¢do. Vale frisar novamente que
este deslocamento ndo corresponde ao comprimento da
marca de frenagem do canal de saida. Isto tdo somente
acontece se a marca de frenagem for uma reta e s6. A
equagdo que fornece o resultado ¢ entdo:

=\2u,86, .

De modo semelhante procede-se para a obtenc;ao
da velocidade inicial Vl a partir da velocidade V edo
deslocamento do centro de massa O; no canal de entrada
do veiculo i, que coincide com as marcas de frenagem;
sendo o resultado apresentado igual a

Ve =V +2p,5,

A reunido destas trés ultimas equagdes fornece
o resultado procurado para a descrigdo de uma colisdo
entre dois veiculos num plano levando em consideragao
o efeito de rotagdo, sendo ele:

5, %
— 1 u;m gl

a+b

1
5 b

S
0, 0
cot g(6; +6;)+u,

0., respectivamente, para { = 1,2 . Desse modo tem-se:

cosec(6, +0))+:--

in(6; -6,
sin(6! + 9}‘?)

l_ﬁsm(qﬁ’mj).
" m, sin(6] +67)’

Existindo — como comentado no inicio — uma
contribui¢do positiva para as velocidades inicias com os
termos que carregam o momento de inércia dos veiculos,
o resultado classico [3] é obtido fazendo os momentos de
inércia iguais a zero.

4. METODOS DE AFERICAO DE PARAMETROS

Um conjunto para ser discutido ¢ aquele assim
chamado de conjunto estrutural, uma vez que ele
envolve parametros da estrutura do veiculo, quais sejam:
distancia do eixo do embate até o centro de massa — 7;
— e distancia do eixo de rolamento frontal e posterior ao
centro de massa do veiculo — @ e b, respectivamente
—, conforme ilustra a Fig.(5).

A determinagdo das variaveis do conjunto
estrutural estd associada a determinag@o de uma grandeza
nao tatedvel ou visivel no corpo do veiculo, chamada
de centro de massa, e, por isso, ndao pode ser feita no
local da ocorréncia, pois requer uso de instrumental ndo
disponivel ao perito no local.

O procedimento mais simples para esta
determinagdo envolve a necessidade de uma balanca
para que a forca em cada um dos eixos de rolamento
seja determinada — F| e F. , — conforme mostrado na
Fig.(2), considerando nesta medi¢cao nao s6 a massa do

cosec(6, +6))+--

ab. Sln(6’ —&.)
B 1 Tm, cotg(6; +6; +./2u, 57
%
5 5msm(6’+6’) 25‘
.4 fi . —— + . 5
&9 m, sin(6, + 6)) Hi80s

paraij=1,2.
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Figura 5. Disposicao das grandezas do conjunto estrutural, medidas em relagdo ao centro de massa do veiculo.

veiculo como também as massas distribuidas em seu
interior na devida posicao onde se encontravam quando
da colisdo, seja massa humana — condutor e passageiros
— ou ndo — bagagens diversas —, uma vez que tudo isso
influi na posi¢@o do centro de massa do corpo.

Desse modo, F e Fz sdo as forcas aplicadas
sobre o eixo de rolamento anterior e posterior,
respectivamente, de acordo com a Fig.(2), assim como
a e b sio as distancias de ambos os eixos ao centro de
massa e, por fim, e ¢ a distincia entre os dois eixos de
rolamento, ou seja, e = a +b.

Como as expressdes numéricas para as forgas
nos eixos sdo conhecidas, facilmente derivam-se os
resultados para @ ¢ b em fungdo delas e o pardmetro
e, sendo eles:

a= ¢ b= c
1+£ 1+i
F2 e F1

Determinada a posi¢do do centro de massa,
a diferenga encontrada do eixo de embate até ele
representa o valor da variavel 77 . Encerrando, com isso,
as variaveis do conjunto estrutural.

A importancia da distribuigdo real de massas
no veiculo quando da colisdo para o problema deve ser
salientada, pois, sem esta consideracdo, tem-se uma
determinacdo com margem de erro significativa do
centro de massa e, assim, por consequéncia, de todas as
variaveis do conjunto estrutural.

Resta a discussdo a respeito dos momentos de
inércia £; dos veiculos.

Infelizmente a industria automobilistica, brasileira
e internacional, ndo dispde de tabelas informativas sobre
o valor numérico desta grandeza para os seus modelos,
pelo menos para o conhecimento do presente autor.

Os projetistas de veiculos atém-se somente a

14

preocupagdo de manter seus projetos estaveis quando
em situagdes extremas de testes — como aderéncia e
equilibrio dos veiculos em curvas a velocidades limites
para deslizamento e a seguranca dos passageiros em
acidentes de colisdo frontal —, esquecendo-se quase por
completo da dinamica desenvolvida pelo corpo quando
num acidente face aos seus varios graus de liberdade
rotacionais e vibracionais.

Em inumeros tratamentos que sejam realizados
visando a incorporagao de graus de liberdade de rotacdes,
a necessidade do conhecimento do momento de inércia
se fard presente; isto porque ele estd para as rotagdes
assim como a massa esta para as translagdes. Portanto,
embora neste trabalho ndo scja apresentada uma
discussdo a respeito da sua relevancia dentro da dinamica
de rotagdes, nem estratégias de estimativas especificas
apresentadas para burlarem o seu desconhecimento,
tudo isso ndo implica na impossibilidade de fazé-lo,
apenas que o papel do momento de inércia necessita ser
mais discutido e modelos serem propostos, inclusive
despertando atencdo da industria automobilistica para a
afericao deste parametro fisico de seus veiculos.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentado um modelo com
a introducao de graus de liberdade de rotagdo a um
classico modelo de calculo em acidentes de transito,
nao sendo levado em consideragdo efeitos dissipativos
no vértice de interagdo, como comumente considerado;
ilustrando o aparecimento de termos adicionais no
valor das velocidades iniciais dos veiculos, estando eles
relacionados com o acréscimo de um grau a mais de
liberdade para o armazenamento e troca de momento ¢
energia.

Fica assim ilustrado como o procedimento de se
conceber estrutura aos objetos envolvidos no calculo
também concebe aumento nos valores e padrdes de
energia cinética inicial dos processos.
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Em trabalho futuro sera apresentada discussdo
detalhada a respeito do ganho conferido pela introdugao
da rotagdo e o papel das varidveis envolvidas com
base na expressdo final obtida, tratando de um estudo
matematico.

Porhora, as questdes relativas ao desconhecimento
dos parametros momento de inércia e do coeficiente de
atrito transversal sdo deixadas em aberto pelo presente
autor e sugeridas como matérias para outros trabalhos.
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