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Resumen

Determinar la posicion victima-tirador es parte importante de la reconstruccion de hechos fisicos. Por ejemplo, en un evento donde se
dispara un arma de fuego, se debe aclarar la posicion del objetivo impactado respecto al tirador. Pese a la carencia de parametros
fisicos, por lo general, el modelo lineal es utilizado para determinar tales coordenadas. Sin embargo, durante el informe pericial o en
la corte se debe aclarar cudnto dista este modelo basico del modelo parabdlico, el cual es fisicamente mas correcto en la
reconstruccién; porque, entre otras razones, contiene informacién de coordenadas, angulo de disparo y velocidad inicial del proyectil.
Proponemos comparar ambos modelos tedricos mediante una division directa, y definiendo un criterio de similaridad (acotado entre 0
y 100%); obteniendo una funcién solo dependiente de la velocidad inicial del proyectil, con la cual calculamos la longitud maxima a
la que el modelo lineal es equivalente al parabdlico. Aunqgue el andlisis se puede sofisticar por métodos numéricos, nuestra propuesta
es sencilla de exponer en la corte. Por ejemplo, si la velocidad inicial del proyectil es de 300 m/s, y suponemos que los modelos son
equivalentes en hasta un 99%; entonces, 13.6 m es a distancia maxima a la que se puede aplicar el modelo lineal. En un sistema
judicial donde se requiere precision de los alcances metodoldgicos, esta informacion puede ser crucial para concluir en un veredicto
verosimil.

Palavras-Chave: Balistica; Trayectoria; Modelo lineal contra parabélico; Criterio de similaridad; Método analitico.

Abstract

Determining the victim-shooter position is an important part of the reconstruction of physical facts in criminalistics. For example, in
an event where a firearm is fired, the position of the impacted target, relative to the shooter position, must be clarified in order to
obtain physical evidence. Despite the lack of physical parameters, the linear model is commonly used to determine such coordinates.
However, in front of the court, all the evidence given by the expert must clarify the precision of this basic model against the parabolic
one, which is physically more accurate in crime scene reconstructions. Indeed, by using the latter model coordinate information,
firing angle and initial velocity of the projectile, among other parameters, can be effectively obtained. In this report we compare and
contrast these two theoretical approaches by a direct division and define a similarity criterion (from 0 to 100%). From this analysis
we obtained a function which is capable of calculating the maximum length at which the linear model may be considered as
equivalent to the parabolic one, being this function only dependent on the initial velocity of the projectile. Although this analysis
comprising numerical methods can be considered to some extent, as sophisticated, our proposal and the respective interpretation are
simple to expose in the court. For instance, if the initial velocity of the projectile is 300 m/s and we assume that these two approaches
are equivalent up to 99%; then, according to our model, 13.6 m is the maximum distance to which the linear model can be applied. In
fact, in a judicial system where precision of the methodological scope is required, this kind of information may be critical in order to
decide on a verdict.

Keywords: Ballistics; Trajectory; Linear model against parabolic; Similarity criterion; Analytical method.
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1. INTRODUCCION

El debate judicial sobre la precision y exactitud entre
pruebas periciales, es cada vez mas frecuente e
importante  para alcanzar un  veredicto [1].
Especialmente en los paises donde se adopta el sistema
penal acusatorio, ahi la defensa oral de la investigacion
forense es fundamental. En Latinoamérica son varios los
paises que han adoptado tal sistema. Por ejemplo,
Guatemala, El Salvador, Republica Dominicana, Perq,
Chile, Colombia, Costa Rica, entre otros. México
recientemente adopto este sistema en el afio 2016 [2].

Existen varias propuestas para valorar la prueba
cientifica. Por ejemplo, en el criterio de Daubert, entre
otras caracteristicas, se sugiere que: “las pruebas
cientificas determinen la probabilidad de error relativa a
la técnica empleada” [2]. En este sentido, cada técnica
pericial debe definir sus criterios de error relativo. Es
decir, justificar los alcances y limites de las
conclusiones emitidas frente al jurado.

En contraste con los dictdmenes de corte social, en
las periciales cercanas al area de fisico-matematicas, la
tarea de determinar su incertidumbre puede ser mas
sencilla, al grado de solo requerir desarrollos analiticos
y sin necesidad de la perspectiva numeérico-
probabilistica. Por ejemplo, el criminalista (en
colaboracion con el perito en balistica) puede
determinar la posicién victima-victimario en un
incidente de arma de fuego, empleando un modelo de
linea recta. Tal propuesta es sencilla, requiere pocos
parametros para su construccion y es valida para
distancias cortas. Lamentablemente, esta teorizacién
carece de informacion fisica y es menos exacta en la
descripcidn de la trayectoria. EI empleo injustificado de
una propuesta como esta, puede cuestionarse e
invalidarse en la corte.

En la literatura, se puede encontrar abundante
informacion para la construccion (por medio de
trigonometria y la observacién de efectos) del modelo
lineal y el parabdlico [3-6]. Sin embargo, es escasa la
informacion (mas alla de maximas de experiencia) sobre
la pertinencia de utilizar un modelo en especifico,
respecto al otro. En general, son pocas las propuestas
cuantitativas que permiten comparar un modelo o teoria
criminalistica contra otra.

La reconstruccion de trayectoria balistica es esencial
en el contexto forense. Pues, de acuerdo con la oficina
de la Organizacion de las Naciones Unidas Contra la
Droga y el Delito ONUDC, en el afio 2013,
Latinoamérica (Sur, Centro y Caribe) es la region
donde, al menos, el 60% de los asesinatos son
ocasionados por armas de fuego [7]. En México, en el
afio 2013, por lo menos, el 27% de los homicidios fue
ocasionado por arma de fuego [8], en una proporcion
de 22 homicidios por cada 100 habitantes [7].

En este trabajo, utilizamos conceptos de geometria
analitica para proponer la comparacion entre los
modelos mediante su division; definiendo un coeficiente
de similaridad C. El desarrollo de esta idea, nos
permitié obtener una funcién simple donde la distancia
méaxima (a la cual ese criterio es valido) es directamente
proporcional a la velocidad del proyectil, al instante de
abandonar la boca del cafidn. Esta propuesta inicial se
enfoca en el modelo lineal y el parabdlico; exponemos a
detalle el desarrollo tedrico, realizamos una discusion
amplia de la pertinencia de la propuesta frente a sus
restricciones, mostramos un ejemplo experimental para
ejemplificar su utilizacion y obtenemos C de tres
analisis de casos reportados en la literatura
especializada.

2. DESARROLLO TEORICO

En el area de la fisica es frecuente encontrar la
operacién de division como una herramienta tedrica
para realizar comparaciones entre objetos y conceptos.
Por ejemplo, la definicion de medicion se sustenta en la
comparacién de wun parametro y un estandar
preestablecido [9]. Ademas, muchos conceptos fisicos
son definidos a través de tasas de cambio; tales como: el
impetu y la potencia, entre otras [9]. En este caso,
proponemos emplear la division para comparar el
modelo parabdlico sobre el lineal; es decir: yu/yi. A
partir de la definicion de geometria analitica para un
lugar geométrico, escribimos la ecuacion que describe a
la parabola (yp) sobre la ecuacion de la linea recta (yi)
[10]:

Yp _ axi+Bxc+y

Vi mxc+b

(Ec. 1)

r

donde o, By y son los coeficientes de la parabola,
mientras que m y b son de la linea recta. Ahora
escogemos un sistema coordenado de referencia
conveniente. Por ejemplo, donde el disparo sea
horizontal y cuyo origen es la coordenada: (0,-1). Estas
definiciones nos permiten evitar ambigiedades y puntos
de discontinuidad. Por ejemplo, si el origen del disparo
fuera (0,0) implicaria que en el origen: yy/y; es una
cantidad indeterminada. Otro caso a evitar seria escoger
como origen la coordenada (0,1), ya que implicaria que
la altura y, seria cero en el tramo intermedio de la
trayectoria; causando una confusion en la determinacion
de la distancia horizontal: xc. Escoger el origen como
(0,-1) cuenta con una ventaja: la pardbola sera
mondtona decreciente, evitando que para una misma
distancia xc existan dos alturas y, iguales. De hecho,
esta seleccidn permite que curva y recta se separen en
funcién de xc.
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En este punto, es oportuno aclarar que la constante
-1 se refiere a un metro de longitud; con ello se logra
congruencia con las unidades de desplazamiento. Asi,
[X] = m, [v] = m/s, [g] = m/s?, y la comparacién de
modelos carece de unidades, lo que es de esperase
dimensionalmente.

Numéricamente yp/y; > 1. Sin embargo, una cantidad
porcentual (entre 0 y 100%) ofrece una mejor
descripcién en la comparacion de los objetos. Asi,
sugerimos definir una variable auxiliar: C, en el
intervalo de los ndmeros reales de (0,1] que mantiene la
siguiente relacién:

1
—-y (Ec. 2)
c »n

Con las condiciones iniciales anteriores, tenemos
que y=b =-1, y que m = 0. Utilizando esta informacion
y modificando signos podemos rescribir la Ec. 1, de la
siguiente forma:

1 5 1
T Taxg — Bxc + (Ec. 3)

Ahora, considerando los parametros fisicos de la
trayectoria parabolica de un proyectil, donde v, es la
velocidad inicial, ¢ el angulo de disparo y g la
aceleracion debido a la gravedad, reescribimos:

—4g

= — Ec. 4a
@ 2v3 cos @ ( )

B = tan@ (Ec. 4b)
Sustituyendo las Ec. 4a y Ec. 4b en la Ec. 3, y

considerando que el disparo es horizontal (implicando:

cos(0) = 1 y tan(0) =0). Podemaos simplificar la Ec. 3:

1_49 .2
¢k x&+ 1. (Ec. 5)
Finalmente, despejamos xc y obtenemos:
1 2
X¢ =Vu\i'(;—1); (Ec. 6)

La Ec. 6 es suficiente para establecer la distancia
limite donde son equivalentes los modelos en funcidn de
la velocidad inicial del proyectil y un criterio C. Y si se
conoce la velocidad, a través de la Ec. 6 se puede
conocer la similitud entre modelos ante una medida xc
previamente realizada.

2.1. ¢Qué significa el criterio C?

El criterio C cuantifica el parecido entre los modelos
parabdlico y lineal. Asi, se puede determinar hasta que
distancia dejaria de existir la semejanza acotada por C.
Por ejemplo, si decimos que el criterio es C = 100%,

implica que los lugares geométricos coinciden y, =y,
lo cual solo se satisface en el punto origen; de modo que
la distancia maxima (coincidente en 100% entre
modelos) es cero metros: Xigos = 0 m. Si el criterio
disminuye en C = 90%, entonces esta distancia aumenta.
Asi, al disminuir el criterio, se incrementa la longitud.
De hecho, al acercar el criterio a cero, la distancia tiende
hacia el infinito. La Fig. 1 presenta la grafica de x(C)
para tres velocidades iniciales de un proyectil; en el
recuadro se muestra un acercamiento de la tendencia
con un criterio entre 70 y 100%.

V;=1220m/s

Distancia maxima, x. (m)

Criterio, € (s.u,)

Fig. 1. Grafica de la distancia maxima xc, en que se asemejan los
modelos, en funcion del criterio C.

2.2. Sustituyendo valores

En fisica el uso de estos criterios es comun. Por
ejemplo, saber que sin(x)/x = 1 (para x pequefio) es la
base de la descripcion tedrica del péndulo simple [9]. En
el laboratorio, esta cantidad no supera los 0.17 radianes
(10 grados). Para nuestro caso, requerimos ser
rigoristas; en virtud de que estos modelos son aplicados
en un contexto judicial. Afirmaremos que una linea se
asemeja a una parabola en hasta un 99%; declarando
que por debajo de este valor los modelos no son
similares. Asi, obtenemos una ecuacién que calcula la
distancia méxima de semejanza (en metros) solo en
funcion de la velocidad inicial del proyectil (expresada
con unidades de metro sobre segundo):

Xp99 = 0.045v. (Ec. 7)

Esta Gltima ecuacion es simple, establece el limite de
la distancia en la que los modelos son 99% similares.
Por ejemplo, si el proyectil es disparado a una velocidad
de 300 m/s, hasta una distancia de 13.6 m se tendria una
similitud de 99% entre los dos modelos.

La mayoria de casos forenses tipicos de balistica
implican trayectorias relativamente pequefias; ademas,
por lo general, los proyectiles alcanzan velocidades sub-
sonicas, pues suelen emplearse armas cortas o
convencionales. Por estas dos razones, de momento
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hemos evitado introducir factores que implican el
arrastre por resistencia. Sin embargo, en futuras
contribuciones debemos mostrar la comparacion entre
los modelos lineal, parabdlico y los que consideran la
friccion.

2.3. Cambios de origen y angulo

Con el fin de evitar confusiones al aplicar las Ec. 6
y Ec. 7, debemos realizar algunos comentarios
adicionales. La definicion de las coordenadas del origen
solo estan fijas para tales ecuaciones y el caso particular
de disparo horizontal. Es decir, en el lugar de la
investigacion se puede utilizar el sistema coordenado
que mas convenga. El valor de xc es una distancia
escalar, no un segmento vectorial fijo. En la practica, la
mayoria de los angulos de disparo son diferentes a cero.
Sin embargo, al definir un criterio rigorista de C = 99%
obligamos que la aproximacion lineal sea adecuda.
Mediante nuestra propuesta, una trayectoria de curva
pronunciada jamas sera confundida con una linea recta.
Sin embargo, al tender lineas inclinadas, la distancia Xc
debe medirse paralela a tal segmento y no sobre el eje
horizontal. De este modo, argumentamos que la
propuesta es general: para cualquier punto coordenado
de donde proviene el proyectil y a cualquier angulo.

3. OBSERVACIONES DE LABORATORIO

Con el fin de probar las ecuaciones expuestas en este
documento con los hechos facticos, realizamos una
experiencia de laboratorio: disparamos horizontalmente
(con un error: +0.1°) una pistola de dardos (Nerf:
modelo jolt). Utilizamos una videocamara (Canon:
Rebel Ti) para registrar el vuelo de un proyectil. El
video-analisis lo realizamos mediante Tracker-physics
[11], un software gratuito, multiplataforma y que hemos
utilizado anteriormente para estudiar la fisica de eventos
de interes forense.

e

Fig. 2. Captura de pantalla de la interface del software: Tracker.
Muestra los puntos marcados en el movimiento del proyectil.

La Fig. 2 muestra una captura de pantalla del
programa Tracker; realizamos el video usando un fondo
negro y proyectiles de punta blanca. Ademas, utilizamos
un apuntador laser para asegurar un dispar6 horizontal.

Mediante tales precauciones registramos 17 posiciones
del viaje del dardo, los movimientos x(t) y y(t) son
representados en la Fig. 3.

Como indica la teoria, las dos graficas de la Fig. 3 son
muy diferentes, la distribucion de datos en la horizontal
se ajustd a una linea recta, los datos en la vertical a una
pardbola. En ambos casos se obtuvieron valores muy
altos en la correlacién R?. Ademés, comparando las
ecuaciones emanadas de la teoria fisica [9], obtenemos
que el valor de la aceleracion en caida libre g es muy
cercano al estdndar de 9.8 m/s’ y que la velocidad
inicial del dardo es igual a 13.13 m/s.

-
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Fig. 3. Datos y ajustes fisico teodricos del movimiento por
componentes horizontal y vertical del proyectil en funcion del tiempo.

Con estos datos, como se muestra en la Fig. 4, las
coordenadas de la trayectoria del proyectil se ajustan
(con muy alta correlacién) a una parabola. De tal modo,
con toda seguridad, en ese caso, podemos menospreciar
los fenémenos de arrastre por friccion y efectos
similares en el vuelo del proyectil [9].

® Datos de coordenadas

== Ajuste a curva

Distancia vertical, ¥ (m)

y = +0.02788x* + 0,01336x

R* = 099997

2 4 6
Distancia horizontal, X (m)

Fig. 4. Datos de coordenadas espaciales del movimiento del proyectil,
ajustados al modelo fisico-matematico de una pardbola.

Utilizando la Ec. 7, calculamos que 0.59 m es la
distancia méxima en que el modelo lineal y parabdlico
son equivalentes en un 99%. En la Fig. 2 se marca
(indicadores en azul) esta distancia. Si bien este video-
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andlisis se pudo realizar con proyectiles mas veloces, las
condiciones de vuelo aqui presentadas permiten
apreciar, con mayor claridad, el significado de utilizar
un modelo lineal sobre el parabolico. Enfatizando la
importancia de que cada modelo puede ser el correcto
en un contexto determinado; es decir, si bien el modelo
parabdlico cuenta con mas informacion fisica, puede ser
dificil de determinar sus parametros a distancias cortas.
En tal caso, seria mas apropiado el modelo lineal, con la
restriccion cuantitativa expresada por la Ec. 7.

De hecho, la Ec. 7 se puede aplicar en diferentes
tipos de reconstrucciones de proyectiles lanzados por:
armas de fuego, con la mano o expulsados por
diferencia de presion, como en el caso de las manchas
hematicas al producirse una herida.

4. CONSTRASTANDO MEDIANTE CASOS
REPORTADOS

Finalmente, calculamos el valor minimo de C en tres
casos forenses reales, reportados en la literatura

especializada. Tales articulos contienen detalles de la
investigacion y los anélisis realizados, de modo que se
obtuvieron: 1) la velocidad minima del proyectil al ser
disparado, 2) la distancia maxima en la trayectoria
horizontal, 3) el angulo de disparo y 4) el modelo
tedrico utilizado para la reconstruccion.

La Tab. 1 resume los valores encontrados; sin
contradiccion, en los tres casos encontramos
congruencia entre el uso del modelo lineal y el
significado de C. Es decir, en los dos casos donde se
considerd utilizar el modelo lineal, C cuenta con un
valor muy alto, superior al 99%. Pero, cuando se
necesitdé un modelo mas sofisticado, C adquiere un valor
muy pequefio, alrededor de 2%. Esto implica que, en
efecto, C puede ser utilizado para evaluar la utilizacion
del modelo lineal en balistica forense; ademas, nos
alienta a sofisticar la propuesta para abarcar otras
situaciones y modelos teoricos.

Tab. 1. Datos de tres casos forenses reales utilizados para calcular el valor de C.

# Caso/referencia | Velocidad minima (m/s) | Distancia maxima (m) | Angulo (grados) | Modelo | C%
1[5] 300 9 ~0 Lineal | 99.6
2/[12] 230 9 ~9 Lineal | 99.3
3/[13] 253 808 >45 Curvo 2

5. CONCLUSIONES

Desde la perspectiva de la geometria analitica,
proponemos que la distancia maxima en la que el
modelo lineal es equivalente al modelo parabdlico en
una trayectoria balistica, es una funcion de la velocidad
inicial del proyectil y el valor de un criterio acotado
entre 0 y 1, ver Ec. 6. Para ello, utilizamos un cociente
entre las funciones parabdlica y lineal. Ademas, con la
finalidad de evitar  contradicciones tedricas,
establecimos dos restricciones: 1) un disparo en
direccion horizontal y 2) las coordenadas del origen son
(0,-1) m. Con el proposito obtener generalidad y una
alta precision, sugerimos que el criterio minimo a
considerar en aplicaciones forenses debe ser de 99%. De
tal forma, la distancia méxima para aplicar el modelo
lineal es directamente proporcional a la velocidad inicial
del proyectil, descrita por la Ec. 7.

Realizamos una medicion con un proyectil disparado
a baja velocidad, obteniendo un resultado aceptable.
Comparando la informacién de casos forenses, también
encontramos congruencia con el uso de C como un
criterio para validar el empleo del modelo lineal para la
reconstruccion de la trayectoria del proyectil.

Futuros trabajos deberdn mostrar la precision y
exactitud entre modelos de trayectoria de proyectiles

donde se consideren los efectos de friccion del aire
durante el vuelo del proyectil.
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